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เอกสารในห้องเรียน 

บทที� 4 Kinetics of Systems of Particles  

(จลนศาสตรข์องระบบอนุภาค) 

 
กล่าวนํา  

 ในบทนี�จะศกึษาการเคลื�อนที�แบบ Kinetics ของระบบอนุภาค ที�ไดนํ้าเอาสมการการเคลื 
อนที 
หรือกฎข้อที 
 2 

-ของนิวตนั สมการความสมัพนัธ์ของงานและพลงังาน สมการความสมัพนัธ์ของอิมพลัส์และโมเมนตมั มา

ประยกุตใ์ชว้เิคราะหก์ารเคลื�อนที�ของระบบอนุภาค 

เอกสารนี�เป็นเอกสารประกอบใชร้ะหว่างเรยีนในหอ้ง ที�สรุปเนื�อหา สมการวเิคราะห ์และโจทยป์ญัหาตวัอย่าง

ต่างๆ ในตําราอ้างองิ [1] (แบบปกปิดวธิกีารวเิคราะหบ์างส่วน) ทั �งนี�เพื�อใหน้ักศกึษามเีอกสารในระหว่างเรยีน และ

สามารถจดบนัทกึไปพรอ้มกบัการบรรยายในหอ้งเรยีนไดอ้ยา่งสะดวก 
 
 

4.1 สมการการเคลื�อนที� (Generalized Newton’s Second Law) 
พจิารณาระบบอนุภาคในรปูที� 4.1 ที�ประกอบดว้ย

อนุภาค n อนุภาค ที�อยู่ร่วมกนัภายใต้พื�นผวิปิดรอม

ใดๆ (System boundary) จากรปู อนุภาค mi ใดๆ ถูก

กระทําด้วยแรง 1 2 3, , , ...F F F
v v v

และ 1 2 3, , , ...f f f
v v v

โดยที� 

1 2 3, , , ...F F F
v v v

 คือ  “แ ร ง ก ร ะ ทํ า ภ า ย น อ ก ” 

(external force) เนื�องจาก แรงคงที�ภายนอก แรงโน้ม

ถ่วง แรงจากสนามแมเ่หลก็ไฟฟ้า เป็นตน้ 

1 2 3, , , ...f f f
v v v

คอื “แรงกระทําภายใน” (internal 

force) เนื�องจาก แรงปฏกิิรยิาจากอนุภาคข้างเคยีง 

(แรงดงึดดูของอนุภาคขา้งเคยีง) ที�กระทาํต่อมวล mi 
 

สมการกฎขอ้ที� 2 ของนิวตนั สาํหรบัมวล mi 

1 2 3 1 2 3... ...

i i

i ir

F m a

F F F f f f m+ + + + + + + =

Σ =
v&&

v v

v v vv v v  

สาํหรบัอนุภาคมวลอื�นๆ สมการเคลื�อนที� (กฎขอ้ที� 

2 ของนิวตนั) กส็ามารถกระทาํไดเ้ช่นเดยีวกนั 

  

r
vvvv

ir
vvvv

im
im

1F
vvvv

2F
vvvv

3F
vvvv

1f
vvvv

2f
vvvv

3f
vvvv

iρρρρ
vvvv

 
รปูที� 4.1 

 เมื�อนําสมการการเคลื�อนที�ของแต่ละอนุภาคมา

รวมกนั จะไดส้มการเคลื�อนที�ทั �งระบบเป็น  

i irF f mΣ +Σ = Σ v&&
vv

 

 พจน์ fΣ
v

 เป็นแรงปฏกิริยิาภายในที�แต่ละอนุภาค

กระทําต่อกัน ที�มขีนาดเท่ากันแต่ทศิทางตรงกันข้าม 

ดงันั �นผลรวมของแรงภายในทั �งระบบจะเป็นศูนย์ ซึ�ง

สมการการเคลื�อนที�ของระบบอนุภาคจะเหลอืเพยีง 

i irF mΣ = Σ v&&
v

 (4.1) 

 จากรูป ระบบอนุภาคมตีําแหน่งของจุดศูนยก์ลาง

มวล (G) ที�ห่างจากจุด O คอื r
v

 และมสีมการ

ความสมัพนัธข์องตําแหน่งศูนยก์ลางมวล เป็น 
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i it rm r m= Σ vv
 (4.2) 

 โดยที� t im m= Σ  เป็นมวลรวมของระบบอนุภาค 

ดงันั �นอนุพนัธอ์นัดบัสองเทยีบต่อเวลาสมการ (4.2) คอื 

t i irm r m=Σ v&&
v
&&  (4.3) 

 จะพบว่าสมการที� (4.1) เท่ากบัสมการที� (4.3) ที�มี

ความสมัพนัธค์อื  

t tr aF m F mΣ = Σ =
v v&&

v v
 (4.5) 

ความหมายของสมการ (4.5) คอื “ผลรวมของ

แรงภายนอกที 
กระทําต่อระบบอนุภาค จะเท่ากบั 

ผลคณูของมวลรวม ( itm m= Σ= Σ= Σ= Σ ) กบัความเร่งของ

จดุศนูยก์ลางมวล (a
vvvv

)” 

สมการที� (4.5) สามารถแยกเป็น สมการใน

แนวแกนของระบบพกิดัฉาก x-y-z ไดเ้ป็น 

x x

y y

z z

t

t

t

a

a

a

F m
F m

F m

Σ =
Σ =

Σ =
 (4.5a) 

ข้อควรระวงั: สมการการเคลื #อนที # (4.5) เป็นสมการ 

vector (จะตอ้งจดัการแบบเวกเตอร)์ 

  

 

4.2 วิธีการงานและพลงังาน (Work and Energy) 
พจิารณาการเคลื�อนที�ในรปูที� 4.1  

สมการงานและพลงังาน สาํหรบัอนุภาคมวล mi 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2ii i i iU T T U T− −= ∆ + =  

โดยที� 

 ( )1 iT และ ( )1 iT  คือพลงังานจลน์ของอนุภาค 

mi ณ ตําแหน่งที� 1 และ 2 ตามลาํดบั 

 ( )1 2 iU −  คอืงานเนื�องจากแรงกระทําภายนอก 

1 2 3, , , ...F F F
v v v

แล ะ แ ร ง ก ร ะ ทํ าภ าย ในข อ ง แ ร ง

ปฏกิริยิาจากอนุภาคขา้งเคยีง 1 2 3, , , ...f f f
v v v

 

สาํหรบัอนุภาคมวลอื�นๆ สมการความสมัพนัธง์าน

และพลงังาน กส็ามารถกระทาํไดเ้ช่นเดยีวกนั 

 เมื�อนําสมการความสมัพนัธ์งานและพลงังานของ

แต่ละอนุภาคมารวมกนั จะไดท้ั �งระบบเป็น  

( )1 2

,1 2 ,1 ,1 2 ,2S S S S S

iiU T

U T T U T

−

− −

Σ = Σ∆

= ∆ + =
 (4.6) 

 

เมื�อ: ( ),1 2 1 2S iU U− −= Σ  และ ST∆  คือการเปลี�ยน

พลงังานจลน์รวมทั �งระบบ S iT T= Σ  

สาํหรบัวตัถแุขง็เกรง็ (Rigid body) หรอืระบบ

วตัถุแขง็เกรง็ (System of rigid bodies) ณ จุดจบัยดึ 

(joined) จะมแีรงสุทธเินื�องจากแรงจบัยดึ if
v

 และ if−
v

 

ซึ�งเป็นแรงคู่ปฏกิริยิากนั ดงัรปู 4.2 งานสุทธเินื�องจาก

แรงดงักล่าวนี�จะเป็นศูนย ์เป็นเพราะ ณ จุดจบัยดึนี�จะมี

การกระจดัเดยีวกนั ดงันั �นงานจะหกัลา้งกนัไป 

งานสุทธ ิณ จดุจบัยดึของวตัถุแขง็เกรง็: 0
if

U =Σ  

 
รปูที� 4.2 

 

 สํ า ห รั บ ร ะ บ บ ก ล ไ ก ยื ด ห ยุ่ น  (Nonrigid 

mechanical system) จะประกอบดว้ยชิ�นส่วนยดืหยุ่น 

เช่น สปรงิ ที�มกีารสะสมพลงังานศกัย์ยดืหยุ่น คอื eV

ดงันั �น จากสมการที� (4.6) สามารถเขยีนวิเคราะห์

สาํหรบัระบบกลไกยดืหยุน่ ไดเ้ป็น 

,1 2S S SU T V−′ = ∆ +∆  (4.7) 

หรอื 

,1 ,1 ,1 2 ,2 ,2S S S S ST V U T V−′+ + = +  (4.7a) 

โดยที� 

,1 2SU −′ = งานจากแรงภายนอก ยกเว้น แรงโน้ม

ถ่วงและแรงจากสิ�นส่วนยดืหยุน่ เช่น สปรงิ 

หรอื 

หรอื 

หรอื 
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ST =พลงังานจลน์รวมของระบบ S iT T= Σ  

SV =พลงังานศกัยร์วมของระบบ , ,S S g S eV V V= +  
 

พลงังานจลน์ของระบบอนุภาค: ST  

v
vvvv

iv
vvvv

im

iρρρρ
vvvv&&&&

r
vvvv

ir
vvvv

im

iρρρρ
vvvv

 
รปูที� 4.3 

นิยาม พลงังานจลน์ของระบบอนุภาค คอื 
21

2S i i iT T m v= Σ = Σ
v  

1
2S i i iT m v v= Σ 

v v  

จากความสมัพนัธ์ของความเร็วสมัพทัธ์ ในรูปที� 

4.3 จะพบว่า 

i iv v ρ= +
v vv &  

เมื�อ v
v

คอืความเรว็ของจุดศูนยก์ลางมวล G ของ

ระบบอนุภาค และ iρ
v&  คอืความเรว็สมัพทัธข์องอนุภาค 

im  เทยีบต่อความเรว็ของจุดศูนยก์ลางมวล G ดงันั �น

หากใช้ i iv v ρ= +
v vv &  แทนในสมการพลงังานจลน์ของ

ระบบอนุภาคจะได ้

( ) ( )
22

1
2
1
2

1 1
2 2

i i i

i i i

i i i i i

T m v v

m v v

m v m m v

ρ ρ

ρ ρ

= Σ

= Σ + +

= Σ +Σ +Σ







v v

v vv v& &

v vv v& &

 

 แต่เนื�องจาก iρ
v  วดัจากจุดศูนยก์ลางมวล G ซึ�ง 

0i im ρΣ =
v  พจน์ ( ) 0i i i i

dm v v m
dt

ρ ρΣ = Σ = 

v vv v&  และ

พจน์ ( )2 2 21 1 1
2 2 2 ti im v v m m vΣ = Σ =

v v v
 สุดท้ายจะ

ได ้พลงังานจลน์รวมของระบบ เป็น 

221 1
2 2S t i iT m v m ρ= +Σ

v v&  (4.8) 

 

ความหมายของสมการ (4.8) คอื “พลงังานจลน์

รวมของระบบอนุภาค เท่ากบั พลงังานจลน์ของจดุ

ศูนย์กลางมวล บวก พลงังานจลน์จากความเร็ว

สมัพทัธ์ของแต่ละอนุภาค ( )iρ
v&  เทียบต่อความเรว็

จดุศนูยก์ลางของระบบมวล ( )v
v

” 

 

 

4.3 วิธีการอิมพลัสแ์ละโมเมนตมั (Impulse and Momentum) 

4.3a โมเมนตมัเชิงเส้น (Linear Momentum) 

จากรูปที� 4.3 โมเมนตมัเชงิเส้นของแต่ละ

อนุภาค คอื i i iG m v=
v v  เมื�อ ,im i iv r=

v v&  คอืมวล และ

ความเรว็ของแต่ละอนุภาค ตามลําดบั ดงันั �น โมเมนตมั

เชงิเสน้รวมของระบบอนุภาค คอื 

S i i iG G m v= Σ = Σ
v v v  

แทน i iv v ρ= +
v vv &  จะได ้

( )S i iG m v ρ= Σ +
v v v&

( ) ( )0

S

S

i i i

ti i i

G v m m

d dG v m m m v
dt dt

ρ

ρ

= Σ +Σ

= Σ + Σ = +

v v v&

v v vv  

S iG v m= Σ
v v

 

 

S tG m v=
v v

 (4.9) 

สมการที� (4.9) คอื “โมเมนตมัเชิงเส้นรวมของ

ระบบอนุภาค เท่ากับ ผลคูณของมวลรวมกับ

ความเรว็ของจุดศูนยก์ลางมวล” อนุพนัธ์เทยีบต่อ

เวลาของสมการ (4.9) จะได ้ S t tG m v m a F= = = Σ
v vv v& &  

ดงันั �นจะได้ความสมัพนัธ์ของแรงลพัธ์ภายนอกที�

กระทําต่อระบบอนุภาค กบัอตัราการเปลี�ยนโมเมนตมั

เชงิเสน้ของระบบอนุภาค คอื 

SF GΣ =
vv &  (4.10) 
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4.3b โมเมนตมัเชิงมมุ (Angular Momentum) 

พจิารณาระบบอนุภาคในรปูที� 4.4 โดยมจีุด

ศูนยก์ลางมวลที�จุด G และมจีุดสงัเกตแบบคงที� (fixed-

observer) ที�จุด O สําหรบัการวเิคราะห์โมเมนตมั

เชงิมมุรอบจดุ O และ G สามารถกระทาํได ้ดงันี� 

O

G
r
vvvv

ir
vvvv

im im

1F
vvvv

2F
vvvv

3F
vvvv

1f
vvvv

2f
vvvv

3f
vvvv

System boundary

Particle: mi

iρρρρ
vvvv

(fixed)

 
รปูที� 4.4 

 

1) โมเมนตมัเชิงมมุรอบจดุสงัเกตคงที 
 : O 

โมเมนตมัเชงิมุมของแต่ละอนุภาค im ใดๆ รอบ

จุด O คอื ,o i i i iH r m v= ×
v v v  เมื�อ ir

v  คอืเวกเตอรก์าร

กระจดัของอนุภาค im  เมื�อวดัจากจุด O และ i im v
v  

คอืโมเมนตมัเชงิเส้นของอนุภาค im ดงันั �น โมเมนตมั

เชงิมมุรวมของระบบอนุภาครอบจดุ O คอื 

( ), ,O S i i iO iH H r m v= Σ = Σ ×
v v v v  

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )

, ,:

0

O S O S i i i i i i

i i i i i i

i i i

i i

d H H r m v r m v
dt

v m v r m v

r m a

r F

= Σ × +Σ ×

= Σ × +Σ ×

= Σ +Σ ×

= Σ ×

v v v v v v& & &

v v v v&

v v

vv

 

ซึ�ง ,O i i iM r F= ×
v vv  ดงันั �น จะความสมัพนัธ์ของ

โมเมนต์รอบจุด o ที�เกิดจากแรงภายนอก iF
v

 กับ 

อัตราการเปลี�ยนแปลงโมเมนตัมเชิงมุมรวมทั �งระบบ

อนุภาค คอื 

( ) ,, O So iM HΣ =
v v&  (4.11) 

 

 

2) โมเมนตมัเชิงมมุรอบจดุศนูยก์ลางมวล : G 

โมเมนตมัเชงิมุมของแต่ละอนุภาค im ใดๆ รอบ

จุด G คอื ,o i i i iH m vρ= ×
v v v  เมื�อ iρ

v  คอืเวกเตอรก์าร

กระจดัของอนุภาค im  เมื�อวดัจากจุด G และ i im v
v  

คอืโมเมนตมัเชงิเส้นของอนุภาค im ดงันั �น โมเมนตมั

เชงิมมุรวมของระบบอนุภาครอบจดุ G คอื 

( ) ( ), ,G S i i i i i iG iH H m v m rρ ρ= Σ = Σ × = Σ ×
v v v vv v&  

 (4.12) 

แทน i iv v ρ= +
v vv &  จะได ้

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

,

0

G S i i i

i i i i i

i i i i i

i i i

H m v

m v m

v m m

v m

ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ

 = Σ × + 

= Σ × +Σ ×

= − ×Σ +Σ ×

= − × +Σ ×

v vv v&

vv v v&

v v v v&

v v v&

 

ดงันั �น จะได ้

( ),G S i i iH mρ ρ= Σ ×
v v v&  (4.12a) 

สมการที� (4.12) เรยีกว่า “โมเมนตมัเชิงมุมรวม

สมับูรณ์ (absolute angular momentum)” เพราะ

ความเรว็ iv
v  หรอื r

v& เป็นความเรว็สมับูรณ์ ส่วนสมการ

ที� (4.12a) เรยีกว่า “โมเมนตมัเชิงมุมรวมสมัพทัธ ์

(relative angular momentum)” เพราะความเรว็ iρ
v&  

เป็นความเรว็สมัพทัธ ์ซึ #งจะพบว่าโมเมนตมัเชงิมุมรวม

สัมบูรณ์และสัมพัทธ์รอบจุดศูนย์กลางมวล G จะมี

เท่ากบั อนุพนัธเ์ทยีบต่อเวลาของสมการ (4.12) จะได ้

( ) ( )
( ) ( )

, ,:G S G S i i i

i i i i i i

d dH H m r
dt dt

m r m r

ρ

ρ ρ

= Σ ×

= Σ × + Σ ×

v v v v& &

v vv v& & &&

 

แทน i ir r ρ= +
v vv & &&  จะได ้
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( ) ( )

( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ } ( )

,

0

0 0

G S i i i i i i

i i i i i i i i

i i i i i

i i i

H m r m r

m r m m r

dr m m r
dt

dr m r
dt

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ

 = Σ × + + Σ ×  

= Σ × + Σ × + Σ ×

 = − Σ + Σ + Σ ×  

 = − + Σ + Σ ×  

v vv v v v& && & &&

vv v v v v&& & & &&

v v v v& &&

v v v& &&

 

ดงันั �น จะได ้
 

( )
( ) ( )

,G S i i i

i i i i i

H m r

m a F

ρ

ρ ρ

= Σ ×

= Σ × = Σ ×

v v v& &&

vv vv
 (4.13) 

ซึ�ง ,G i i iM r F= ×
v vv  ดงันั �น จะความสมัพนัธ์ของ

โมเมนต์รอบจุด G ที�เกิดจากแรงภายนอก iF
v

 กับ 

อัตราการเปลี�ยนแปลงโมเมนตัมเชิงมุมรวมทั �งระบบ

อนุภาค คอื 

( ) ,, G SG iM HΣ =
v v&  (4.14) 

 
4.4 สมการอนุรกัษ์พลงัาน และอนุรกัษ์โมเมนตมั (Conservation of Energy and Momentum) 

4.4a) สมการอนุรกัษ์พลงังาน (Conservation 

of Energy) 

 หากไม่มงีานจากแรงไม่อนุรกัษ์ เช่น งาน

จากแรงนอก งานจากแรงเสยีดทาน (ยกเวน้ งานจาก

พลงัศักย์โน้มถ่วง gV  และพลงังานศักย์ยดืหยุ่น eV ) 

นั �นคอื ,1 2 0SU −′ =  จากสมการที� (4.7) จะได ้

0S ST V∆ +∆ =  (4.15) 

หรอื 

,1 ,1 ,2 ,2S S S ST V T V+ = +  (4.15a) 
 

โดยที� 221 1
2 2S t i iT m v m ρ= +Σ

v v&  

, ,S S g S eV V V= +  

สมการที� (4.15) “กฎการอนุรกัษ์พลงังานกล” 

(พลงังานกล = พลงังานจลน์ + พลงังานศกัย)์ 

 

 

 

 

 

 

4.4b) สมการอนุรกัษ์โมเมนตมั (Conservation 

of Momentum) 

 หากแรงลัพธ์ภายนอกที�กระทํากับระบบ

อนุภาคเป็นไมศู่นย ์ 0FΣ =
v

 สมการที� (4.10) จะได ้

0SF GΣ = =
vv &  

,1 ,2S SG G=
v v

 (4 .16) 

โดยที� S tG m v=
v v

 

สมการที� (4.16) “กฎการอนุรกัษ์โมเมนตมัเชิง

เส้น” 
 

 และเช่นเดยีวกนั หากโมเมนต์ของแรงภายนอกที�

กระทําต่อระบบอนุภาครอบจุด O หรอืจุดศูนยก์ลาง

มวล G เป็นศูนย ์จากสมการที� (4.11) และ (4.14) จะ

ไดเ้ป็น 

( ) ,, 0O So iM HΣ = =
v v&   หรอื  ( ) ,, G SG iM HΣ =

v v&  

, 1 , 2 , 1 , 2O S O S G S G SH H H H= =
v v v v  (4.17) 

โดยที� ( ),O S i i iH r m v= Σ ×
v v v  

 ( ) ( ),G S i i i i i iH m v m rρ ρ= Σ × = Σ ×
v v vv v&  

สมการที� (4.17) “กฎการอนุรกัษ์โมเมนตัม

เชิงมมุ” 

 

 

หรอื 
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ส่วนที� 1 ตวัอย่าง Kinetics of Systems of Particles 

 
 วิธีทาํ 

a) ความเร่งของจดุ O: นัXนคือความเร่งของจดุ ศก. มวล ของระบบอนุภาค : oa
vvvv

 

 จาก Equation of motion ของระบบอนุภาค (สมการ 4.6) 

 t aF mΣ =
vv

 ( )3
3ooi a a i AnsF m F
m

 =  


∴


⇒ =
v vvv

 

 

b) ความเร่งเชิงมุมรอบจดุ O : θθθθ&&&&&&&&  

จากสมการที� (4.14) : “ผลรวมของโมเมนตจ์ากแรงภายนอกรอบจดุ G (จดุ O ใน ตย. นีK) จะเท่ากบัอตัราการ

เปลี #ยนแปลงโมเมนตมัเชงิมุมรอบจดุ G” นั �นคอื 
 

( ) ( ), ,, ,G S O SG i O iM H M HΣ = ⇒ Σ =
v v v v& &   

( ) ( )i i i i i
dr F m v
dt

ρΣ × = Σ ×
v vv v  

( ) ( )
2

2

3

3
( )Fb A

dbF k rm r k
dt

Fb mr

nsCW
mr

θ

θ

θ

 − = Σ − 

=

=&&

v v
&

&&  
θθθθ&&&&

θθθθ&&&& θθθθ&&&&

v rθθθθ==== &&&&

v rθθθθ==== &&&&

v rθθθθ==== &&&&

 

 

 
วิธีทาํ 
 โจทยถ์ามหาความเรว็ของชิ�นส่วน C: VC ซึ�งเป็นความเรว็หลงัการระเบดิ ดงันั �นสมการวเิคราะหจ์ะตอ้งใช ้

สมการอนุรกัษ์โมเมนตมัเชงิเสน้ของการระเบดิ ณ จดุ P นั �นคอื 

โมเมนตมัของระบบก่อนชน = โมเมนตมัของระบบหลงัชน: ,1 ,2S SG G=
v v

 

(1)P B BA A C CMv m v m v m v →= + +v v v v  แต่มตีวัแปรไมท่ราบค่าเพิ�มมา 3 ตวัแปร ไดแ้ก่ , ,P BAv v v
v v v  
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1) หา Pv
v  ณ จดุ P (จดุสงูสุด โพรเจกไทล)์ นั �นคอื 

, 0 #P zv =
v  และ ( ),

3
5

3300 / #
5P x u i m sv = =
vv  

2) หา Av
v  ณ จดุ P หลงัการระเบดิ เคลื�อนที�ในแนวดิ�งสงูสุด 500 m. ใชส้มการอนุรกัษ์พลงังาน นั �นคอื 

2
1,1

1
2 A A Am v m gh+v 2

,2
1
2 A Am v=

v

( ) ( )

2

2
2 2,1 ,1

,1

1 2
2

2 9.81 9950 .045 / #0

A

A A A A

AA A k m s

g

m gh

m v m gh v h

v v v

= ⇒ =

= = =∴

+

v

v

v v

v

v

 

 

3) หา Bv
v  ณ จดุ P หลงัการระเบดิเคลื�อนที�ออกในแนวระนาบ ( ), 0B zv =

v   เคลื�อนที�ตกที�จดุ Q ทาํมมุ 45o ระยะ

ตกในแนวระนาบ 4,00 m. ความสงู ณ h ดงัรปู 

สมการเคลื�อนที�แนวระนาบ: , 4,000
. (2)h PQ

PQ PQ
B

S m
const

t t
v = = = →
v  

 หา PQt  จากการเคลื�อนที�ในแนวดิ�ง z (ทราบระยะ ,v PQS h=  ) : 

, ,1v PQ v BQS u t− = 2
,

1 2 2
2 BQ BQ v PQg t t S h

g g
− ⇒ = =  แต่ไมท่ราบ h  ซึ�งสามารถหาไดจ้าก การ

เคลื�อนที�จากจดุ O – P นั �นคอื 2
,v Pu

( )
( )

2
,2

,

2
300 4

2935
/ 5

.2
2 2 8

7
9. 1

8v P
v P

u
u h hh mg

g

  ∴ == − ⇒ = =  

ดงันั �นจะได ้ ( )2935.78 24.4652 2
9.81B QQ Bt h

g
t s∴ == =  แทนค่าใน (2) จะได ้

163.5 / 45 : #
24.4

4,000 4,000
65PQ

o
BB m

m m
t

s x
s

vv ∴ ∠= = =
v v  

สรปุค่าที�ทราบคอื 

 
( )

,

,
3
5

0 #

3300 / #
5

99.045 / #

163.5 / 45 : #o

P z

P
P x

A

B

u i m s

k m s

m s x

v
v

v

v

v

=



= =

=

= ∠

v

v

v

v
v

v

v

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

แทนค่าใน (1) หา Cv
v  จะได ้

จาก (1): P B BA A C CMv m v m v m v= + +v v v v  แทนค่าที�ทราบ 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ){ } ( ){ }
( ){ }

( )
2 2 2

320 300 5 99.045 9 163.5cos 45 163.

426.58 173.42 82.54 /

426.58 173.42

5sin 45
5

6

36 20 300 9 163.5cos 45 9 163.5sin 45
5

5 99.045

82.54 467.8 /

o o

C

o

C

C

o
C

P B BA A C C

i j k m s

m s Ans

i z i j

i j

k

Mv m v m v m v

v

v

v

v

= +

∴ = − −

= − −

+

+

= − +

−

=

⇒ −

= + +

vv v

v v vv

v v

v

v v v v

v

v

v

v
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วิธีทาํ 
 โจทยถ์ามหา a) พลงังานจลน์รวมของระบบ : ST   b) โมเมนตมัเชงิเสน้รวมของระบบ : SG

v
  c) โมเมนตมัเชงิมมุ

รวมของระบบรอบจุด O ,: O SH
v

 

a) พลงังานจลน์รวมของระบบ: ST  

จากสมการ (4.8):  221 1
2 2

(1)S t i iT m v m ρ= + Σ →
v v&   

ซึ� ง reli vρ =
v v&  คือความเร็วสัมพทัธ์ของแต่ละอนุภาคเทียบต่อความเร็ว จุด ศก. มวลของระบบอนุภาค (จุด O): ดงันั,น 

“หากเราเคลื
อนที
ไปพร้อมกับจุด ศก. มวล O จะเห็นความเร็วสัมพัทธ์ของแต่ระอนุภาคเป็นความเร็วในแนวสัมพัทธ์ของการ

เคลื
อนที
แบบหมนุ นั*นคือ ( ) ( ) ( )2
60reli i i i

nv r r r πρ θ= = Ω = =
v v &&  ดงัรูปดา้นล่าง” 

1, 1 1relv r θθθθ==== &&&&

2, 2 2relv r θθθθ==== &&&&

3, 3 3relv r θθθθ==== &&&&

4, 4 4relv r θθθθ==== &&&&

 
แทนค่าที�ทราบใน (1) จะได ้

จาก { }
( ) ( ) ( ) ( ){ }

22

2 2 2 22
1, 2, 3, 4,

2 2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

16 4(1.6) 1.2 1.6 2 3.77 2

16.128 38.536 54.66

3.142

S

S b rel rel rel rel

S

S

t i i

t

T J J

T m v m

T m v m

J A

v v

s

v v

T

n

ρ

∴ =

= +Σ

= + + + +

= + + +

+ =

v v&

v v v v v

 

 
b) โมเมนตมัเชิงเส้นรวมของระบบ: SG

vvvv
 

จากสมการ (4.9)  S tG m v=
v v

 
แทนค่า จะได ้ 

( ) ( )16 4 1.6 1.

26.88 / (

/

)

2S

S

G kg i m

G i kg m s N s Ans

s

∴

= +  

=  

v

v v

v  

ความเรว็สมัพทัธ ์ของแต่ละอนุภาค 
( )

1, 2,

1
1, 2, 1

22
60 60
3.77

80
0

/

5

#

.4

rel

rel rel

rel

n
v v

v v s

r

m

ππ

= =

= = =

⇒

v

v

v

v
 

( )

3, 4,

3
3, 3, 3

22

60 60

1

3.142 / #

00
0.3re

rel rel

l rel

n
v v r

v v m s

ππ
= = =

⇒ = =

v

v v

v
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c) โมเมนตมัเชิงมุมรวมของระบบรอบจดุ O ,: O SH
vvvv

 

 จากสมการ (4.12a)
 ( ),G S i i iH mρ ρ= Σ ×
v v v&  

1, 1 1relv r θθθθ==== &&&&

2, 2 2relv r θθθθ==== &&&&

3, 3 3relv r θθθθ==== &&&&

4, 4 4relv r θθθθ==== &&&&

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

แทนค่าคาํนวณ , ,: O S G SH H====
v vv vv vv v

 

( ) ( ),G S i i i i i iH m r m vρ ρ= Σ × = Σ ×
v v v v v&  

( ) ( ), 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4G SH r m v r m v k r m v r m v k= × + × − × + ×
v vv  

( ) ( ), 1 1 1 3 3 32 2G SH r m v k r m v k= −
v vv  

( )( ) ( )( ), 2 0.45 1.6 3.77 2 0.3 1.6 3.142G SH k k= −      
v vv  

( )2
,

2

, 5.429 3.016

2.412 /

2.412 / ( ) .

O S

G S

H kg m

H k k

s k

kg m s N m s CCW Ans

= −

∴ = ⋅

 = ⋅ ⋅ ⋅ 

v vv

vv  
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แบบฝ?กหัดท@ายบทท่ี 4: Kinetics of System of Particles 

ข@อท่ี 1 ([1] Problems 4/1) 
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ข@อท่ี 2 ([1] Problems 4/3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

ข@อท่ี 3 ([1] Problems 4/4) 
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ข@อท่ี 4 ([1] Problems 4/6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ข@อท่ี 5 ([1] Problems 4/7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



425203/525203 พลศาสตร�วิศวกรรม (ENGINEERING DYNAMICS) 

Ch4: Kinetics of System of Particles 

ลําดับท่ี…../……..ท่ีน่ัง Zone:……………ชื่อ:……………………………………… รหัส:………………………. 

4 

ข@อท่ี 6 ([1] Problems 4/11) 

 

 

 

 

 

 

 

ข@อท่ี 7 ([1] Problems 4/15) 
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ข@อท่ี 8 ([1] Problems 4/16) 

 

 

 

 

 

 

 

 

ข@อท่ี 9 ([1] Problems 4/17) 
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ข@อท่ี 10 ([1] Problems 4/18) 
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ข@อท่ี 11 ([1] Problems 4/17) 
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ข@อท่ี 12 ([1] Problems 4/94) 

4/94 A 60-g bullet is fired horizontally with a velocity  

v = 300 m/s into the slender bar of a 1.5-kg 
pendulum initially at rest. If the bullet embeds 
itself in the bar, compute the resulting angular 
velocity of the pendulum immediately after the 
impact. Treat the sphere as a particle and neglect 
the mass of the rod. Why is the linear momentum 
of the system not conserved? 
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ข>อท่ี 13 ([1] Problems 4/97) 

4/97 The two balls are attached to the light rigid rod, 

which is suspended by a cord from the support 
above it. If the balls and rod, initial at rest, are 
struck with the force F = 60 N, calculate the 
corresponding acceleration a  of the mass center 
and the rate θ&&  at which the angular velocity of 
bar is changing.  

Ans. 
2 220 / , 336 /a m s rad sθ= =&&  
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